DETERMINANT ET COLINEARITE
APPROCHE GEOMETRIQUE

Note : Ce résumé est écrit par T. Zwissig. Il est ce qu’attend cet enseignant lors de l'oral de maturité.
Ce résumeé n’est pas une référence pour les autres enseignants, leurs attentes sont sans doute différentes.

Théoréme 1 Soit @ et b deux vecteurs de R2.

St P est le parallélogramme construit sur a et b

-,

ALORS ’det(d’; )‘ est 'aire de ce parallélogramme.

Démonstration du théoréme 1 :

On démontre le théoréme dans le cas de la figure suivante (les points A et B sont dans le
méme quadrant formant entre eux un angle aigu).
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L’aire du parallélogramme 0ACB que l'on cherche est 'aire du rectangle O A;C By moins
laire des triangles rectangles OAA,, AA3C, BB;C et OBBj3 et moins 'aire des rectangles
AAlAgAg et BBlBng.

Les triangles OAA; et BB C sont égaux. En effet ils sont semblables (ZA;0A = ZB,Cp et

1
LOAA = ZCB B =90°) et ||d|| = HQH IIs ont donc méme aire 50102 (si on se base sur le
triangle OAA;).

1
De méme on montre que les triangles OB B3 et C AA3 sont égaux.et d’aire §blbg (si on se base

sur le triangle OBBj3).

Les rectangles AA; Ay Az et BB;BsBs sont égaux et leur aire vaut (a; + by — ay)as = byag (si
on se base sur le rectangle AA;AyA3).

Il suit que laire A du parallélogramme 0AC' B vaut :

1 1
A = (a1+b1)(a2+b2)—2§a1a2—2§blbg—2b1ag = a1a2+a1b2+bla2—|—blb2—alag—blbg—leag = albg—agbl

=A0

qui est précisément le déterminant des vecteurs @ et b. On a donc ‘det(d’; g)




Remarque : La valeur absolue autour du déterminant vient de la généralisation de cette
démonstration a deux vecteurs pris de fagon quelconque.

Théoréme 2 Soit @ et b deux vecteurs de R2.

-

ST det(a;b) =0

ALORS @ et b sont colinéaires.

Démonstration du théoréme 2 :

Si le déterminant est de @ et b est nul cela signifie que le parallélogramme construit sur les
vecteurs @ et b est dégénéré (les points 0, A et B de la figure du théoréme 1 sont alignés),
c’est-a-dire que les vecteurs sont colinéaires. []

La réciproque du théoréme 2 est aussi vraie.

Théoréme 3 Soit @ et b deux vecteurs de R2.

SI a et b sont colinéaires

-

ALORS det(a@;b) = 0.

Démonstration du théoréme 3 :
Si @ et b sont colinéaires alors il existe un nombre réel \ tel que @ = \b.

En terme de composantes, si on note @ = % et l;: by onad= “) _ A by = Aby .
as by as b Aby

aq b1 . )\bl bl . - .
4y byl ')\bg by = Ab1by — Aboby = 0. U

—

11 suit que det(a; b)




